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Resumen
Esta es una reflexio´n sobre la pregunta: ¿Existen conjuntos de nu´meros con cardinalidad
mayor que la de los reales?
Los sistemas nume´ricos ma´s empleados en la matema´tica se agrupan en tres clases cuando se los
observa desde el punto de vista cardinal: los finitos, los que tienen el cardinal de los naturales y
los que tienen el de los reales. ¿Existen sistemas nume´ricos ma´s grandes? Por supuesto, primero
deber´ıa precisarse que´ puede entenderse por “sistema nume´rico”, pero aqu´ı no se ahondara´ en
ese problema. Lo que se propone es la construccio´n de una estructura cuyo cardinal es mayor
que el de los reales y que ciertamente debe reconocerse como un sistema nume´rico, pues es una
generalizacio´n de los nu´meros reales no-esta´ndar. Por ello se revisara´ la construccio´n de estos
nu´meros, que puede verse como otro eslabo´n en la cadena de construcciones de los sistemas
nume´ricos usuales a partir de los naturales. Dando au´n otro paso atra´s, se inicia con un repaso
de esta cadena.
1. Revisio´n de los sistemas nume´ricos usuales
Los sistemas nume´ricos usuales incluyen los nu´meros naturales N, los enteros Z, los racionales
Q, los reales R y los complejos C, adema´s de algunos de sus cocientes como los Zn, algunos de
sus subconjuntos como los nu´meros algebraicos y algunas de sus variantes como los cuaternos
de Hamilton. Los primeros cinco sistemas mencionados pueden construirse de manera sucesiva a
partir de los nu´meros naturales iterando un mismo procedimiento general. Este proceso, aplicado
a un sistema nume´rico cualquiera S, se describe como sigue.
X Inicialmente se escoge una potencia SI del conjunto (desdoblamiento)
X Luego se toma cierto subconjunto S ⊆ SI (seleccio´n)
X A continuacio´n se define una relacio´n de equivalencia ∼ en el conjunto S (identiﬁcacio´n)
X En el conjunto cociente S/∼ se definen las operaciones y (si es posible) el orden
X Finalmente se observa co´mo la estructura nueva extiende la original S
A continuacio´n se indican de manera muy breve las variantes que surgen en cada paso de la
construccio´n sucesiva de estos sistemas nume´ricos (ve´ase [6]).
(a) De los naturales a los enteros se toma la potencia N2; el subconjunto S es todo N2; la relacio´n
de equivalencia es (a, b) ∼ (c, d) si a + d = b + c. La clase de equivalencia [a, b] representa la
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solucio´n del problema a = x + b, de hecho en los nu´meros enteros existen todos los opuestos
aditivos.
(b) La potencia que se toma para pasar de los enteros a los racionales es Z2; el subconjunto es
S = Z×(Z−{0}); la relacio´n de equivalencia es (a, b)∼ (c, d) si ad = bc. La clase de equivalencia
de la pareja (a, b) se denota a
b
y representa la solucio´n del problema a = xb. En los nu´meros
racionales existen todos los opuestos multiplicativos.
(c) De los racionales a los reales se toma la potencia QN, esto es, el conjunto de las sucesiones
de nu´meros racionales; el subconjunto S esta´ integrado por todas las sucesiones de Cauchy1; la
relacio´n de equivalencia es (rn) ∼ (sn) si para cada k ∈ Z
+ existe N ∈ Z+ tal que |rn− sn| <
1
k
para cada entero n ≥ N . La clase de equivalencia [rn] representa el l´ımite de la sucesio´n de
Cauchy (rn), de hecho en los nu´meros reales existen todos los l´ımites de sucesiones de Cauchy.
Esta propiedad junto con la arquimediana2 —que tambie´n es va´lida en los naturales, enteros
y racionales— equivale a que el orden de los nu´meros reales es completo, esto es, a que todo
subconjunto no vac´ıo y acotado de nu´meros reales posee mı´nima cota superior (ve´ase [8]).
(d) De los reales a los complejos se toma la potencia R2; el subconjunto S es todo R2; la relacio´n
de equivalencia es la igualdad. Aqu´ı el avance se logra definiendo la multiplicacio´n de manera
adecuada, garantizando que en el sistema construido el polinomio x2 + 1 tiene ra´ıces. Aunque
este sistema no tiene ningu´n orden compatible, en los nu´meros complejos existen todas las ra´ıces
de todos los polinomios.
2. ¿Existen sistemas nume´ricos grandes?
En 1873 Georg Cantor abrio´ la caja de Pandora de los cardinales transfinitos. Primero probo´ que
los nu´meros racionales esta´n en correspondencia biyectiva con los naturales y luego, al final de
ese mismo an˜o, demostro´ que no existe tal correspondencia entre los nu´meros naturales y los
reales. Esta ruptura abrio´ la posibilidad de considerar conjuntos infinitos con diversos taman˜os,
y los primeros ejemplos conocidos fueron los sistemas nume´ricos usuales.
Con la terminolog´ıa de hoy, desde el punto de vista cardinal los sistemas nume´ricos usuales se
clasifican en tres niveles. En primer lugar los conjuntos nume´ricos Z2, Z3, Z4 y en general Zn
son todos finitos. En segundo lugar el conjunto de los nu´meros naturales N, el conjunto de los
enteros Z y el conjunto de los racionales Q son todos infinitos enumerables, esto es, son infinitos
pero su cardinal es igual al de N. Cantor asimismo demostro´ que el conjunto de los nu´meros
algebraicos tambie´n es infinito enumerable. En tercer lugar el conjunto de los nu´meros reales R
y el conjunto de los complejos C son infinitos no enumerables, sus cardinales son mayores que
el de N pero son iguales entre s´ı. El conjunto de los cuaternos de Hamilton tambie´n comparte
este mismo cardinal.
As´ı pues, en la cadena de los sistemas nume´ricos infinitos el u´nico salto cardinal se presenta al
pasar de los racionales a los reales. Ahora no es dif´ıcil aclarar la razo´n para este salto pues si X
es cualquier conjunto infinito entonces X2 tiene el mismo cardinal que X ; y si X es un conjunto
1Una sucesio´n (rn) de nu´meros racionales es de Cauchy si para cada entero positivo k ∈ Z
+ existe algu´n entero
positivo N ∈ Z+ tal que |rn − rm| <
1
k
para cualquier par de ı´ndices m, n con m, n ≥ N . No´tese co´mo se evita el
uso de los nu´meros reales en esta convencio´n.
2La propiedad arquimediana consiste en que para cada ε > 0 y cada x > 0 existe un entero positivo n ∈ Z+
tal que nε ≥ x.
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enumerable3 entonces XN tiene un cardinal estrictamente mayor que X .
En este punto se puede enunciar con toda claridad la pregunta central de este trabajo. ¿Exis-
ten sistemas nume´ricos cuyo cardinal es mayor que el de los nu´meros reales? Una respuesta
inmediata es que entre los sistemas usuales no existe ninguno que cumpla esta condicio´n. Pero el
mundo matema´tico es “ancho y ajeno” y en e´l au´n hay mucho por explorar, incluso hay inmensos
territorios ya descubiertos pero poco conocidos para la mayor´ıa de los matema´ticos.
Otra respuesta inmediata, aunque con un soporte mucho ma´s elaborado, la provee la Teor´ıa de
Modelos. Para mirar esta respuesta es preciso indicar antes que´ se quiere cobijar bajo la expresio´n
“sistemas nume´ricos”. Por ejemplo, un sistema nume´rico podr´ıa ser un campo ordenado: esta
es una estructura cuyos elementos se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir y en la que
adema´s existe una relacio´n de orden lineal que es compatible con la adicio´n y la multiplicacio´n.
Como casos particulares puede pensarse en los nu´meros racionales Q, en los nu´meros reales R y
en los nu´meros algebraicos (reales). Pues bien, la teor´ıa de los campos ordenados es una teor´ıa
de primer orden, esto es, sus axiomas pueden expresarse mediante fo´rmulas lo´gicas del ca´lculo
de predicados cuyos cuantificadores solo afectan los elementos del conjunto subyacente4. Ahora
el siguiente es un caso particular de los ce´lebres teoremas de Lo¨wenheim-Skolem-Tarski (ve´ase
[1, 5]), que tanto en una perspectiva histo´rica como en una visio´n conceptual son fundamentales
en la Teor´ıa de Modelos.
Teorema. Si una teor´ıa de primer orden tiene algu´n modelo inﬁnito enumerable, entonces posee
algu´n modelo de cualquier cardinal inﬁnito.
En particular, para cualquier cardinal infinito existe algu´n campo ordenado cuyo conjunto sub-
yacente tiene ese cardinal. Obviamente, entonces tambie´n existen campos ordenados cuyo cardi-
nal es mayor que el de los reales. Y lo mismo puede decirse, de inmediato, para cualquier teor´ıa
que se escoja para indicar “sistema nume´rico”, siempre que sea una teor´ıa de primer orden.
A pesar de lo poderosa y portentosa y prodigiosa y provechosa de la respuesta provista por la
Teor´ıa de Modelos, ella tambie´n es un poco decepcionante porque no es, en general, constructiva.
Es decir, no provee ni siquiera una imagen mental de co´mo es el modelo, o en este caso, de co´mo
es el sistema nume´rico. La garant´ıa de su existencia no da absolutamente ninguna informacio´n
adicional sobre caracter´ısticas suplementarias que la estructura puede tener. Entonces la pre-
gunta podr´ıa reformularse como sigue. ¿Co´mo construir algu´n sistema nume´rico cuyo cardinal
es mayor que el de los nu´meros reales?
Hay al menos una respuesta a esta pregunta en una generalizacio´n de los nu´meros reales no-
esta´ndar. Este es un sistema nume´rico poco conocido5 al que vale la pena echar una mirada en
este punto.
3. Un sistema de nu´meros grandes
El sistema de los nu´meros reales no-esta´ndar es una extensio´n del de los reales que se caracteriza
por la presencia de nu´meros infinitesimales y tambie´n infinitos. Puede construirse a partir de
los nu´meros reales siguiendo el mismo procedimiento general indicado en la seccio´n 1 de esta
3En esta nota, enumerable significa finito o infinito enumerable, es decir, un conjunto es enumerable si y solo
si su cardinal no supera el de los nu´meros naturales.
4No´tese que, por el contrario, en el axioma de induccio´n de los nu´meros naturales y en la propiedad de completez
de los nu´meros reales se cuantifica universalmente sobre los subconjuntos del conjunto base.
5Aunque muy estudiado por algunos matema´ticos, ve´ase por ejemplo [4, 7, 9].
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nota: se toma la potencia RN, esto es, el conjunto de las sucesiones reales; el subconjunto S es
todo RN. La sutileza de la construccio´n consiste en escoger de manera adecuada la relacio´n de
equivalencia ∼ en S.
3.1. Propuesta tentativa
Inicialmente, en el conjunto S = RN de las sucesiones reales se toma la relacio´n de equivalencia
≡ definida como sigue.
(rn) ≡ (sn) si existe N ∈ Z
+ con rn = sn para cada n ≥ N
Definiendo las operaciones componente a componente, las clases de equivalencia se pueden sumar,
restar y multiplicar. Sin embargo, no toda clase distinta de cero posee inverso multiplicativo.
Por otro lado, la relacio´n ≤ definida entre clases como [rn] ≤ [sn] si existe N ∈ Z
+ con rn ≤ sn
para cada n ≥ N , es un orden que adema´s es compatible con las operaciones definidas antes.
Pero este orden no es lineal (o total).
Quiza´s un cambio de escritura permite apreciar mejor el “defecto” de la relacio´n ≡ que entran˜a
las barreras indicadas (a saber: no existen todos los inversos multiplicativos; el orden no es
lineal). Sea F la familia de los subconjuntos de N que contienen alguna “cola” [N,+∞), esto es:
F ∈ F si y solo si existe N ∈ Z+ tal que n ∈ F para cada n ≥ N.
Se verifica de inmediato que F es un filtro6 sobre el conjunto N. En estos te´rminos, [rn] = [sn]
si y solo si {n ∈ N
∣
∣ rn = sn} ∈ F y por otro lado [rn] ≤ [sn] si y solo si {n ∈ N
∣
∣ rn ≤
sn} ∈ F . Adema´s de lo sugestivo de esta escritura, ella manifiesta que las caracter´ısticas de la
construccio´n dependen de las propiedades del filtro F . En particular, los “defectos” observados
en la construccio´n se deben a que hay subconjuntos de N —como el de los nu´meros pares— tales
que ni el subconjunto ni su complemento pertenecen a F .
Un filtro sobre un conjunto es un ultraﬁltro si para cada subconjunto se tiene que e´l o su
complemento pertenecen al filtro7. Con la ayuda del axioma de eleccio´n puede demostrarse que
cualquier filtro sobre un conjunto esta´ contenido en algu´n ultrafiltro sobre el mismo conjunto
[2].
3.2. Construccio´n
La discusio´n del apartado anterior va encaminada al desarrollo siguiente, que tambie´n sigue el
mismo esquema de la construccio´n de los sistemas nume´ricos en la seccio´n 1. Se toma la potencia
RN, esto es, el conjunto de las sucesiones de nu´meros racionales; el subconjunto S es todo RN;
dado un ultrafiltro C sobre N que contenga todas las colas [N,+∞), en S se define la relacio´n
de equivalencia ∼ como sigue.
(rn) ∼ (sn) si {n ∈ N
∣
∣ rn = sn} ∈ C
En el conjunto cociente R∗ = S/∼ se definen las operaciones de adicio´n y multiplicacio´n compo-
nente a componente, estas operaciones esta´n bien definidas y con ellas se puede sumar, restar,
6Un filtro sobre un conjunto X es una coleccio´n no vac´ıa de subconjuntos de X cerrada para intersecciones
finitas y para superconjuntos [2].
7Un ejemplo inmediato es el ultrafiltro principal, constituido por los subconjuntos que contienen cierto elemento
fijo.
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multiplicar y dividir. Tambie´n se define la relacio´n [rn] ≤ [sn] si {n ∈ N
∣
∣ rn ≤ sn} ∈ C, esta
relacio´n esta´ bien definida y es un orden lineal compatible con las operaciones. As´ı pues, este
nuevo sistema nume´rico R∗ es un campo ordenado. Sus elementos se denominan nu´meros reales
no-esta´ndar.
Los nu´meros reales no-esta´ndar R∗ incluyen los nu´meros reales usuales (esta´ndar) si cada real
r ∈ R se identifica con la clase [r] de la correspondiente sucesio´n constante. Es claro que esta
funcio´n de R en R∗ es inyectiva y que preserva las operaciones y el orden, de suerte que el sistema
esta´ndar R se sumerge en el sistema no esta´ndar R∗.
Todas las sucesiones que no son equivalentes segu´n la relacio´n ∼ a alguna constante dan lugar
a nu´meros reales no-esta´ndar que no son reales. Conside´rese por ejemplo la sucesio´n ( 1
n
): como
1
n
> 0 para cada n, se tiene [ 1
n
] > 0 (desigualdad estricta) y como para cada real r > 0 existe
N ∈ Z+ tal que 1
n
< r para todo n ≥ N , tambie´n se tiene [ 1
n
] < [r] (desigualdad estricta). Es
decir, [ 1
n
] es un nu´mero real no-esta´ndar positivo y menor que todo real positivo. Por otro lado,
conside´rese la sucesio´n (2n): como para cada real r existe N ∈ Z+ tal que 2n > r para todo
n ≥ N , se tiene [2n] > [r] (desigualdad estricta). Es decir, [2n] es un nu´mero real no-esta´ndar
mayor que todos los reales.
3.3. Algunas propiedades
En el sistema R∗ de los nu´meros reales no-esta´ndar, se define que un nu´mero ε ∈ R∗ es inﬁnite-
simal si |ε| < r para todo real r > 0 y un nu´mero λ ∈ R∗ es inﬁnito si |λ| > s para todo real
s.
As´ı por ejemplo, toda sucesio´n real de te´rminos positivos convergente a cero representa un
infinitesimal y toda sucesio´n real divergente a infinito representa un infinito. En general, sin
embargo, existen ma´s infinitesimales (ve´ase el art´ıculo [3]). Tambie´n es claro que un nu´mero
no-esta´ndar ε 6= 0 es infinitesimal si y solo si su opuesto 1
ε
es infinito.
Si bien toda sucesio´n de Cauchy de nu´meros reales no esta´ndar converge en R∗ (ve´ase [9]),
este sistema nume´rico no es completo. Por ejemplo, no es dif´ıcil probar que el conjunto de los
nu´meros infinitesimales es acotado y que no posee mı´nima cota superior; o, de manera sime´trica,
que el conjunto de los infinitos positivos no posee ma´xima cota inferior. Esto se debe a que en
el sistema de los nu´meros reales no-esta´ndar no es va´lida la propiedad arquimediana. En efecto,
si ε > 0 es infinitesimal y x > 0 es real, entonces para cualquier entero positivo n el producto
nε tambie´n es infinitesimal y en consecuencia siempre nε < x.
Respecto al taman˜o del conjunto de los reales no-esta´ndar, se nota que por ser R no enumerable
los conjuntos R y RN tienen el mismo cardinal. Luego el cardinal de R∗ tambie´n es igual al del
conjunto de los reales. En otras palabras, si bien en el sistema de los reales no-esta´ndar hay
nu´meros grandes, este no es un sistema nume´rico grande. O al menos, no es ma´s grande que el
de los reales, como se esta´ buscando.
4. Sistemas grandes de nu´meros grandes
La construccio´n de los nu´meros reales no-esta´ndar puede generalizarse de inmediato, dando lugar
a una gran cantidad de estructuras que bien pueden llamarse sistemas nume´ricos. Modelando
luego las variables de la construccio´n no es demasiado dif´ıcil encontrar un sistema cuyo cardinal
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es estrictamente mayor que el de los nu´meros reales.
4.1. Una generalizacio´n
Sea I un conjunto no vac´ıo y sea U cualquier ultrafiltro sobre I . En el conjunto RI de las
funciones de I en R se define la relacio´n de equivalencia ≈ como sigue.
f ≈ g si {i ∈ I
∣
∣ f(i) = g(i)} ∈ U
En el conjunto cociente, denotado RI/U , de nuevo se definen las operaciones de adicio´n y multi-
plicacio´n componente a componente. Estas operaciones esta´n bien definidas y con
ellas se puede sumar, restar, multiplicar y dividir. Tambie´n se define la relacio´n [f ] ≤ [g] si
{i ∈ I
∣
∣ f(i) ≤ g(i)} ∈ U , esta relacio´n esta´ bien definida y es un orden lineal compatible con
las operaciones. Si cada real r ∈ R se identifica con la clase [r] de la correspondiente funcio´n
constante, el sistema R se sumerge en la nueva estructura.
En pocas palabras, para un conjunto no vac´ıo I y para cualquier ultrafiltro U sobre I , el sistema
RI/U construido arriba es un campo ordenado que contiene los nu´meros reales. Ciertamente
puede considerarse que estas estructuras son aute´nticos “sistemas nume´ricos”.
Cabe anotar que esta generalizacio´n puede llevarse ma´s lejos, sustituyendo el sistema de los
nu´meros reales por cualquier estructura con operaciones y relaciones. Esta construccio´n se de-
nomina ultrapotencia y a su vez es un caso particular del ultraproducto. Una de las caracter´ısticas
notables de las ultrapotencias es que, gracias al teorema de  Losˇ para ultraproductos, en cualquier
ultrapotencia son va´lidas exactamente las mismas fo´rmulas de primer orden que en la estructura
original. As´ı, de nuevo, si la idea de “sistema nume´rico” se interpreta mediante cualquier teor´ıa
de primer orden, un sistema dado puede sumergirse en muchos sistemas del mismo tipo (para
ma´s detalles sobre ultraproductos y ultrapotencias ve´ase [1]).
Puede esperarse que entre las numerosas extensiones de la forma RI/U alguna tenga un cardinal
mayor que el de los reales, obteniendo as´ı una solucio´n espec´ıfica para el problema planteado en
esta nota. Para empezar se requiere que el conjunto I sea no enumerable, pues en caso contrario
la potencia RI tiene el mismo cardinal de los nu´meros reales y por lo tanto RI/U tambie´n.
4.2. Una particularizacio´n
En este apartado, sea I el intervalo unitario de los nu´meros reales, I = [0, 1] ⊆ R. Sobre este
conjunto se considera cualquier ultrafiltro U que contenga el filtro de coenumerables8, de manera
que si para cualquier subconjunto S ⊆ I se tiene: si I − S es enumerable entonces S ∈ U ; si
S es enumerable entonces S /∈ U (es claro que existen muchos subconjuntos de I que no son
enumerables ni tienen complemento enumerable). Como en todos los casos, el conjunto cociente
RI/U es un campo ordenado que extiende los nu´meros reales.
Con la ayuda del Lema de Zorn y el principio del buen orden (ambos equivalentes al axioma de
eleccio´n) es posible probar que existe un subconjunto Σ de RI con cardinal mayor que el de los
nu´meros reales que tiene la propiedad siguiente (ve´ase [1, Lemma 6.3.18]).
Si f, g ∈ Σ con f 6= g entonces {x ∈ I
∣
∣ f(x) = g(x)} es enumerable. (∗)
8El filtro de coenumerables de un conjunto esta´ constituido por todos aquellos subconjuntos cuyo complemento
es enumerable.
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Ahora se observa que esta condicio´n entran˜a que la correspondencia natural Σ→ RI/U : f 7→ [f ]
es inyectiva. Pues si f 6= g entonces por (∗) en particular {x ∈ I
∣
∣ f(x) = g(x)} /∈ U , es decir,
[f ] 6= [g]. En consecuencia el cardinal de RI/U es mayor o igual que el de Σ y, finalmente, se
obtiene un sistema nume´rico con cardinal mayor que el de los nu´meros reales. Este es un sistema
nume´rico grande de nu´meros grandes.
Por supuesto, con esto no esta´ resuelto del todo el problema. Ser´ıa muy interesante exhibir
de manera expl´ıcita elementos de esta estructura RI/U que no correspondan a nu´meros reales.
En particular ser´ıa interesante exhibir un infinitesimal de esta estructura, esto es, una funcio´n
f : I → R tal que [0] < [f ] < [r] para cada funcio´n constante real positiva r.
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